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RESUMO

Um estudo da simulagdo de solidificagdo utilizando o modelo de campo de
fases, uma técnica que torna facil estudar a interface sélido / liquido. Exploramos
esse modelo para observar a espessura e estabilidade da interface sob diversas
condigbes de transferéncia de calor e condigdes de contorno.

Constantemente validado por comparagdo com trabalhos anteriores
internacionais e com solugdes analiticas, este trabalho mostra que o modelo pode
representar a teoria de super refrigerado constitucional, mostrando os efeitos uma
anisotropia térmica natural e, com a aplicagdo de uma anisotropia de energia de
interface, observamos uma microestrutura dendritica.

Obtivemos sucesso com simulagées 3D de solidificagdo de metais puros que

poderiam ser tema de futuros trabalhos e estudos com metais de ligados.

Palavras-chave: campo de fase, simulagdo, modelos matematicos, metal puro,

estabilidade morfoldgica e interface.



ABSTRACT

A solidification simulation study using the Phase field model, a technique that
made easy to study the solid/liquid interface. We explored this model to observe the
interface thickness and interface stability under several conditions of heat
transference and boundary conditions.

Constantly validated by comparison with previous international works and
analytic solutions, this work shows that the model can represent the constitutional
super cooled theory, showing a natural thermal anisotropy and, applying an interface
energy anisotropy, we observed a dendritic microstructure.

We obtained success with 3D simulations of solidification of pure metals that

could be theme of future works and studies, with alloy metals.

Keywords: phase field, simulation, mathematic models, pure metal, morphological

stability and interface.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Variavel de fase em fun¢do da distancia através de uma interface: (a)
modelo do campo de fases e (b) modelo ClassiCo. ...........ccccccc 19
Figura 2 — Perfil de concentragdo em uma dendrita obtida utilizando técnica de
campo de fases para uma liga niquel cobre [11].........cooci 20
Figura 3 — Perfil concentragéo de Si no liquido para solidificagdo de uma liga ternaria
Al-6,7%(at.)Si-1,1%(at. Mg [16]. ..coovririiiiii s 20
Figura 4 — Interface sélido/liquido para diversos tempos, utilizando ST = 0. Solugéo
comparada com solugdo analitica. ... 38
Figura 5 — Interface de solidificagdo de metal puro com T = —0,3 e tempo de 103s
para diferentes malhas. ............ccocciiiiiiini 39
Figura 6 — Interface de solidificagdo de metal puro com ST = —0,3 para diferentes
iNstantes de teMPOS. ... ...uiiiieieee et 40
Figura 7 — Evolugéo da velocidade da interface da frente de solidificagéo obtida por
aproximacgao (numérica) comparada com a solugéo analitica (teorica) para um
mMesmo super-resfriamento. ... 41

Figura 8 - Interface de solidificagao e perfil de temperatura linear para diversos

tempos com V=0,1 m/s € G=0,001 K/M. ..ccccoooiiiiiiii 42
Figura 9 - Interface de solidificagéo e perfil de temperatura linear para diversos

tempos com V=0,2 m/s € G=0,001 K/M. .....cccooiiiiiiii s 42
Figura 10 - Interface de solidificagéo e perfil de temperatura linear para diversos

tempos com V=0,3 m/s € G=0,001 K/M. ....cccoooiiiiiii s 43

Figura 11 - Evolugao da velocidade da interface da frente de solidificagéo para o
caso linear, comV=0,1m/s, V=02 m/s e V=0,3 mM/S......cceviiiriiiiiiiiiicciiinnnineen. 43
Figura 12 — Super-resfriamento para diversas velocidades observado comparativo
entre o caso analitico (teérico) para temperatura homogénea e o numeérico
(calculado) com o perfil linear de temperatura. ..........ccccoeeiiiii 44
Figura 13 - Interface de solidificagéo e perfil de temperatura linear para diversos
tempos com V=0,2 m/s € G=0,005 K/m. ..o 45
Figura 14 - Interface de solidificagao e perfil de temperatura linear para diversos
tempos com V=0,2 m/s € G=0,01 K/M. ...cccccoiriiiiiii e 45



Figura 15 - Interface de solidificagéo e perfil de temperatura linear para diversos
tempos com V=0,2 m/s € G=0,02 K/M. ......cooooiiiiiiiiiiiiiii 46
Figura 16 - Interface de solidificagéo e perfil de temperatura linear para diversos
tempos com V=02 m/s € G=0,03 K/M. ....ccoccceiiiiiiii s 46
Figura 17 - Evolugao da velocidade da interface da frente de solidificagao para o
caso linear, com G=0,005 K/m, G=0,01 K/m, G=0,02 K/m e G=0,03 K/m. ........ 47
Figura 18 - Super-resfriamento para mesma velocidade e vérios gradientes de
temperatura. Caso com temperatura linear forma uma reta. Caso de
temperatura homogénea é representado como ponto, uma vezque G =0. ...... 47

Figura 19 — Comparacéo da interface para os casos de temperatura linear e

NOMOGBNEA. ......uvieiieiieeieit ettt e s skt 48
Figura 20 - Diferenca entre os perfis de interface de solidificag@o. ........................... 49
Figura 21 — Perfil da variavel de fase e de temperatura para diversos tempos.......... 50

Figura 22 — Detalhe do perfil de temperatura para a solidificagéo de um metal no
caso adimensional, com interface em preto tracejado. ............cccocociiiiiiinns 51
Figura 23 — Comportamento do super-resfriamento em relagéo a velocidade da
interface SOlIdO/MIQUITO. .........iieiee e 51
Figura 24 — Comparagao do perfil de temperatura obtida numericamente (numérico)
com a solugdo analitica de Stefan (t€0riCo). ........cccovviiiiiiii 52
Figura 25 — Posigao da interface para solidificagéo obtida atraves da solugéo
numérica (numérico) e analitica de Stefan (te0rico)............cccceeiii 52
Figura 26 — Perfil de temperaturas para a solidificagdo colunar nos instantes t* =
0,012, t* = 0,016 e t* = 0,036. A interface sélido/liquida esta indicada pela linha

Figura 27 — Resultado de simulagao em solidificagdo colunar de Kobayashi [4], para
os tempos de t* = 0,01, t* = 0,015 e t* = 0,11, na escala adimensional do
presente trabalno. ... 54

Figura 28 — Posigao pelo tempo da interface para caso de solidificagao colunar.
Resultados obtidos por meio de simulagdo (numérica) em comparagéo com o
obtido pela solugdo de Stefan (1e0rica). .........ccoccveiiiiiiiiiii 54

Figura 29 — Perfil de temperatura durante a solidificagdo de um metal puro e
isotropico a partir de um nucleo cristalino em meio adiabatico com Ste = 1 para
t* = 0,0003, t* = 0,0015 e t* = 0,003. A linha preta indica a posi¢éo da interface
SOlAOMIQUIA. ... e 55



Figura 30 — Perfil de temperatura durante a solidificagdo de um metal puro e
isotrépico a partir de um nucleo cristalino em meio adiabatico com Ste = 0,5
para diversos instantes de tempo. A linha preta indica a posig¢éo da interface
SONAO/IQUILA. ....eeieee e 56

Figura 31 — Solidificagio de metal a partir de semente cristalina em meio adiabatico
para s = 0,04 e Ste = 1 em t*=0,0003, t*=0,0015 e t*=0,003..............ccccceiin. 57

Figura 32 — Resultado de simulagdo em solidificagao de metal a partir de semente
cristalina em meio adiabatico para s = 0,04 e Ste = 1 de Kobayashi [4], para os
tempos de t* = 0,0006, t* = 0,0018 e t* = 0,003, na escala adimensional do
presente trabalho. ... 58

Figura 33 - Solidificagido de metal a partir de semente cristalina em meio adiabatico
para s = 0,04 e Ste = 0,83 em t*=0,00035, t*=0,0007, t*=0,001, t*=0,0014 e
LG O 0T I 4 T PO PP PRSP PR PP 58

Figura 34 — Resultado de simulagao em solidificagdo de metal a partir de semente
cristalina em meio adiabatico para s = 0,04 e Ste = 0,83 de Kobayashi [4], para
os tempos de t* = 0,001, t* = 0,0015 e t* = 0,002, na escala adimensional do
presente trabalho. .........ccoooiviiiiiiii 59

Figura 35 - Solidificagdo de metal a partir de semente cristalina em meio adiabatico
para s = 0,04 e Ste = 0,625 em t*=0,00045, t*=0,00135, t*=0,00178, t*=0,00225,
t*=0,0027 € t*=0,00315. ...ooiiiiiiii e 59

Figura 36 — Resultado de simulagéo em solidificagdo de metal a partir de semente
cristalina em meio adiabético para s = 0,04 e Ste = 0,625 de Kobayashi [4], para
os tempos de t* = 0,0005, t* = 0,002 e t* = 0,0044, na escala adimensional do
presente trabalno. ... 60

Figura 37 — Corte para y*=0,5 para diversos tempos da solidificagdo de dendrita com

S=0,04 € 85t = 0,625, .. it 61
Figura 38 — Corte para y*=0,5 para diversos tempos da solidificagao de dendrita com

S = 0,04 € 5t = 0,625 .uueiiiiiiieeeeie e e 61
Figura 39 - Corte para y*=0,5 para t*=0,00314 da solidificagcéo de dendrita com s =

0,04 @ Ste = 0,625, .. i 62

Figura 40 - Solidificagido de metal a partir de semente na parede do dominio em
meio adiabatico para s = 0 em t*=0,0017, t*=0,0083 e t*=0,017. ...................... 63



Figura 41 - Solidificacao de metal a partir de semente na parede do dominio em

meio adiabatico para s = 0,02 em t*=0,0017, t*=0,0085 e t*=0,017.................. 63
Figura 42 - Solidificagdo de metal a partir de semente na parede do dominio em

meio adiabatico para s = 0,005 em t*=0,0017, t*=0,0085 e t*=0,017................. 63
Figura 43 - Solidificagdo de metal a partir de semente na parede do dominio em

meio adiabatico para s = 0,01 em t*=0,0034, t*=0,0051 e t*=0,0068................. 64

Figura 44 — Evolugdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal

puro com forga de anisotropia nula e Ste=0,5 para diversos instantes de tempo.

Figura 45 — Evolugdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal
puro com forga de anisotropia nula e Ste=0,75 para diversos instantes de
BBIMIPO. Lot 67
Figura 46 — Evolugdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal
puro com forga de anisotropia nula e Ste=1 para diversos instantes de tempo. 68
Figura 47 — Evolugao da morfologia de interface 3D durante a solidificagéo de metal
puro com forga de anisotropia nula e Ste=1,25 para diversos instantes de
10=1 141 oo TR PO PP PTPPPN 69
Figura 48 — Evolugdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagéo de metal

puro com forga de anisotropia nula e Ste=1,5 para diversos instantes de tempo.

........................................................................................................................... 70
Figura 49 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de
simulagdo em solidificacdo de metal puro com forga de anisotropia nula e
Ste=0,5 para diversos instantes de tempo. ............cocooii 71
Figura 50 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de
simulacdo em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia nula e
Ste=0,75 para diversos instantes de tempo. ...............c 72

Figura 51 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de
simulagao em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia nula e Ste=1
para diversos instantes de tempo. ... 73

Figura 52 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de
simulagao em solidificagdo de metal puro com forg¢a de anisotropia nula e

Ste=1,25 para diversos instantes de tempo. ... 74



Figura 53 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de
simulagao em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia nula e
Ste=1,5 para diversos instantes de tempo. .........ccccccv i 75

Figura 54 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 e morfologia 3D do
resultado de simulagao em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia
0,05 e Ste=0,5 para diversos instantes de tempo. ..........c.ccccooeiiiiiiiniiii 76

Figura 55 — Evolugao da morfologia de interface 3D durante a solidificagao de metal
puro com forga de anisotropia 0,05 e Ste=1 para diversos instantes de tempo. 77

Figura 56 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de
simulagdo em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia 0,05 e Ste=1
para diversos instantes de tempo. ..........cccciiiiii s 78

Figura 57 — Evolugéo da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal

puro com for¢a de anisotropia 0,05 e Ste=1,5 para diversos instantes de tempo.

........................................................................................................................... 79
Figura 58 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de

simulagdo em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia 0,05 e

Ste=1,5 para diversos instantes de tempo. ...........ccceeiiii 80

Figura 59 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 e morfologia 3D do
resultado de simulagéo em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia
0,1 e Ste=0,5 para diversos instantes de tempo. ..o 80
Figura 60 — Evolugao da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal
puro com forga de anisotropia 0,1 e Ste=1 para diversos instantes de tempo...81
Figura 61 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de
simulagdo em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia 0,1 e Ste=1
para diversos instantes de tempo. ... 82
Figura 62 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 e morfologia 3D do
resultado de simulagdo em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia
0,1 e Ste=1,5 para diversos instantes de tempo. ......cccccoceeeviii 83
Figura 63 — Condig&o inicial para o modelo de difuséo simples...........c.c.ccccccooil 89
Figura 64 — Perfil de concentragdo para um corte no meio do dominio, onde y* = 0,5,
para erros de tolerancia no método de Gauss-Seidel de 10-%, 106e 107.......... 93
Figura 65 - Perfil de concentragdo em um corte no meio do dominio, para diferentes
nimeros de NOS NAMAINA. ..........cooiiiiiiii s 94



Figura 66 - Perfil de concentragédo para um corte no meio do dominio, para diversos
PASSOS A tEIMPO. ..ottt 94
Figura 67 — Perfil de concentragéo para solugéo analitica variando o numero de
termos da série de FOUREI. ........oiiiiiiiee i 95
Figura 68 — Detalhe do Perfil de concentragéo para solugéo analitica variando o
nimero de termos da série de Fourier. ... 96
Figura 69 — Perfil de concentragdo comparativo entre as solugées numérica e

analitica para difusdo simples em um tempo de 0,001. ... 96



LISTA DE SIMBOLOS

¢ Variavel de fase

G(¢) Energia livre

81
Sy
uma fungao y

Derivada variacional ou variagdo de um funcional | por

Uy Derivada parcial de u por x

f'(x) Derivada de f por x

f"(x) Segunda derivada de f por X

p Densidade

Cp Calor especifico

k Condutividade térmica

T Temperatura

t Tempo

X Eixo x

y Eixoy

z Eixo z

f Densidade de energia livre de Helmholtz
€ Coeficiente de energia gradiente

M Mobilidade da Interface

V2 Laplaciano

w Constante de densidade de energia de Helmholtz
B Forga motriz de transformagéo de fase

Calor latente



Tr Temperatura de fusao

T Temperatura de fusdo (melting)

v Velocidade de movimentagao da interface

h Distancia entre nés do dominio

G Gradiente de temperatura

%4 Velocidade de movimentagao das isotermas

Ste Numero de Stefan

M’ Constante adimensional para mobilidade de interface
E Constante adimensional para coeficiente de energia
gradiente

l Comprimento do dominio

Erf Funcéo erro

a Difusividade térmica

v Operador nabla

S Forga de anisotropia

9 Modo de anisotropia

6 Direcao em relag&o ao eixo X

D Difusividade

C Concentracéo



SUMARIO

1 INTRODUGAD ..ottt et ettt eae v b e resse e ese st renean 18
2 OBUETIVO ..ottt ettt e e e e e 22
3 METODOLOGIA ... et 23
3.1 CALCULO VARIACIONAL......c.oeeoueeeeeiieeeieiieseeetet e e eee e eneene 23
3.2 METODOS NUMERICOS.......cooeiieetiieeeere ettt 24
3.21 Método das Diferengas Finitas............ccovceeiieen, 24
3.2.2 Método dos Volumes Finitos.........cceeeviviiiiveiiiiiiicriiiiiiiiieiiiii e 25
3.2.3 Resolugéo das Equagdes Algébricas Discretizadas ..................ccccceeeee 26
3.3 SOLIDIFICAGCAO DE METAL PURO ......cooiiiiiiieee e 26
3.3.1  Solidificagdo de Metal Puro e Temperatura Uniforme.................c.ccccoeie. 27
3.3.2 Solidificagdo de Metal Puro e Perfil de Temperatura Linear ..................... 29
3.3.3 Solidificagao de Metal Puro e Campo de Temperaturas Desconhecido .....30
3.34  Solidificagao de Metal Puro em Dominio Bidimensional .................cc.cc....... 32
3.3.5 Solidificagdo de Metal Puro Anisotrépico em Dominio Bidimensional ........ 34
3.3.6  Solidificagdo de Metal Puro Anisotrépico em Dominio Tridimensional ....... 35
4  RESULTADOS .. ..ottt et e e e e e e ae st e s 38
4.1 SOLIDIFICAGAO DE METAL PUROD .....ooiiiiiiicieee e 38
411 Solidificagao de Metal Puro e Temperatura Uniforme..................cccccoooeeee 38
412 Solidificagdo de Metal puro e Perfil de Temperatura Linear....................... 41
413 Solidificagdo de Metal Puro e Campo de Temperaturas Desconhecido .....49
414  Solidificagdo de Metal Puro em um Dominio Bidimensional ...................... 52

415 Solidificagao de Metal Puro Anisotrépico em um Dominio Bidimensional...57

416  Solidificagdo de Metal Puro Anisotrépico em um Dominio Tridimensional..64

5 CONCLUSOES



8 REFERENCIAS.........coeeteteieieieers e

APENDICE A - TRANSPORTE DE SOLUTO POR DIFUSAO



18

1 INTRODUGCAO

A solidificagao de metais € um fenémeno existente em diversos processos da
engenharia metalirgica, como a fabricagdo de produtos por fundigdo e o
lingotamento continuo. Consequentemente, existe um grande interesse em entender
a evolugdo da microestrutura durante o processo de solidificagdo de um metal ou
liga metalica, uma vez que esta afeta as propriedades do produto final [1]. Ao
mesmo tempo, a modelagem matematica de fendmenos em engenharia tem-se
tornado uma pratica econémica e atrativa com o avango dos recursos
computacionais, economizando tempo e gastos com experimentos trabalhosos. Esta
modelagem consiste basicamente na proposta de equagbes que descrevem o
fendmeno a ser estudado e a sua resolugdo, seja analitica quando possivel ou,
geralmente, através de algum tipo de método numérico, como diferengas finitas,
volumes finitos ou elementos finitos [2].

Na solidificagdo de materiais metalicos, uma alternativa é o uso de métodos
de dois dominios, um soélido e outro liquido, em que a interface soélido/liquido é
aproximada por uma transigao instantdnea da fase liquida para a sélida, ou seja, a
espessura desta interface é considerada nula. A resolugdo das equagbes de
transferéncia de calor e de massa em conjunto com as condi¢gdes de contorno
determina a morfologia, a velocidade e evolugdo da interface com o tempo. A
solugdo através deste método é muito complexa mesmo para as situagbes mais
comuns, como o caso de uma interface dendritica [3].

O método do campo de fases, do inglés “phase-field’, foi aplicado a
solidificacdo e a transformagéao de fases em geral em uma tentativa de eliminar os
problemas relacionados com o acompanhamento de interfaces de geometria
complexa. Segundo este método a transi¢do entre uma fase e outra através de uma
interface ndo ocorre de forma abrupta, mas sim de forma continua e gradual em uma
regido reduzida, chamada de interface difusa [4]. No método do campo de fases,
cuja ideia central tem origem nos trabalhos de Cahn e Hilliard [5], associa-se uma
variavel chamada "variavel de fase" (¢), um tipo de parametro de ordem, as
diferentes fases do sistema para cada ponto do dominio — tem-se um campo de ¢.
Considera-se ainda que ¢ varia suave e continuamente (fungdo de classe C%)
através da interface sélido/liquido.
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No modelo chamado de classico, onde a interface tem espessura nula, ¢ varia
abruptamente e nao é diferenciavel em relagdo a distancia na posigéo da interface.
Utilizando-se o método do campo de fase, ¢ varia suavemente tornando-se
diferenciavel em relagdo a distancia. A Figura 1 (a) e (b) demonstram uma
comparagido da variavel de fase para o modelo do campo de fases e para o modelo

classico, respectivamente.

a Interface b Interface
v

B |

1 1

—_—
Distancia Distancia

Figura 1 — Variavel de fase em fungao da distancia através de uma interface: (a) modelo do

campo de fases e (b) modelo classico.

Geralmente adota-se ¢ = 0 para o liquido e ¢ = 7 para o sélido. Os pontos do
dominio em que este campo de fases assume valores intermediarios entre 0 e 1 s&o
pertencentes a interface, chamada difusa, e permitem identificar a posi¢cao e
morfologia desta interface [6]. Assume-se que a posigao da interface para este caso
seja determinada pela posigdo onde a variavel ¢ = 0,5. Esta representagdo €
interessante devido a variavel de fase poder ser interpretada como o grau de
organizagao dos atomos no sistema, sendo 1 a representagdo na forma cristalina
(mais organizada e com menor entropia) e 0 a forma liquida (maior entropia). Logo a
interface é uma zona de transigao entre a “ordem” e “desordem”.

As equagdes do método do campo de fases sédo construidas definindo-se um
funcional que representa a energia livre total do sistema (G (¢)) em fungéo do campo
de fases (¢), do campo de composi¢cdo e do campo de temperaturas. O campo ¢
evoluira de tal forma que a energia livre do sistema decres¢ga com o tempo, como
requerido pela termodindmica. Como resultado deste método, além das fases e suas
morfologias, obtém-se o perfil de temperatura T e de composi¢do. O método do
campo de fases é facilmente estendido para dominios bi e tridimensionais [4] [7] [8]
[9] [10] [11]. Um resultado da aplicagao deste método no estudo do crescimento
dendritico equiaxial de uma liga do sistema Cu-Ni crescendo em um dominio

bidimensional pode ser observado na Figura 2. A figura mostra o campo de
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concentragbes de Ni. Também é possivel aplicar o método para se estudar o
crescimento dendritico em ligas metalicas multicomponentes [12] [13] [14] [15] [16]
[17]. A Figura 3 demonstra a concentragdo de silicio em uma liga ternaria Al-

6,7%(at.)Si-1,1%(at.)Mg.

Figura 2 — Perfil de concentragcdo em uma dendrita obtida utilizando técnica de campo de
fases para uma liga niquel cobre [11].

1.0

3.25

5.5

778

10.0
mol%

Figura 3 — Perfil concentragio de Si no liquido para solidificagio de uma liga ternaria Al-
6,7%(at.)Si-1,1%(at.)Mg [16].
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A maioria dos processos de fundigdo apresenta estrutura dendritica, mesmo
para metais puros. Na verdade, a morfologia da interface é fungéo das propriedades
do material, como estrutura de empacotamento, e condi¢gbes de processo, que
definem se a extragdo de calor sera pelo sdélido, tipico do crescimento colunar, ou
pelo liquido, tipico do crescimento equiaxial [18] [19].

As instabilidades na morfologia da interface, que ocorrem na forma de
protuberancias, sdo altamente influenciadas pela energia de interface. Se a energia
de interface for muito alta esta inibira a formagéo de protuberancias, tendendo a uma
interface lisa. No entanto caso a transferéncia de calor pela interface seja mais
significativa para a diminuigdo da energia do sistema, as protuberancias serao
estaveis e a interface tendera a ser “rugosa” na dire¢do de maior transferéncia de
calor, uma vez que, sendo maior a interface, maior sera a troca de calor entre o
s6lido e o liquido.

Para o caso de extragdo de calor pelo sélido, o fluxo de calor tem o sentido
contrario ao crescimento do grao e, desconsiderando os efeitos de capilaridade, ao
formar-se uma protuberancia na interface, o gradiente de temperatura no soélido em
uma regido proxima a protuberancia diminui, diminuindo também a troca de calor
entre o liquido e o solido nessa regiéo, logo o crescimento da protuberancia € inibido
e a interface tende a ser lisa.

No caso de extragdo de calor pelo liquido, o fluxo de calor tem o mesmo
sentido do crescimento de grdao e o surgimento de protuberéncias aumenta o
gradiente de temperaturas no liquido em uma regido préxima & protuberancia, logo,
com um fluxo de calor maior, mais rapidamente a interface andara naquela regiao e
a protuberancia crescerd. A interface ficarda com um aspecto enrugado
principalmente nas dire¢des em que a troca de calor for mais intensa.

Em suma, quanto aos fatores térmicos e adotando um sistema de
coordenadas com referéncia no sélido, a morfologia da interface sera estavel e lisa
caso o gradiente de temperatura na interface seja positivo e rugosa caso seja

negativo.
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2 OBJETIVO

O objetivo do presente trabalho é desenvolver um modelo matemético
baseado no método do campo de fases (‘phase-field”) capaz de simular a
solidificacdo de metais puros, obtendo a morfologia das dendritas em funcéo das
condigées de solidificagdo, mostrando representagdo da estabilidade morfolégica da

interface para os casos bi e tridimensionais.
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3 METODOLOGIA

Este item apresentara a metodologia utilizada para desenvolver o modelo do
campo de fases utilizado para simular o crescimento dendritico na solidificagao de
metal puro. Iniciaimente, serdo apresentadas as ferramentas fundamentais do
calculo variacional e posteriormente os métodos numéricos utilizados para
solucionar as equagdes do modelo. Em seguida, serdo apresentados os casos
estudados para se atingir o modelo final objetivado. Desta forma, foram
solucionados casos mais simples no inicio, que se tornaram cada vez mais
complexos a medida que o modelo foi sendo desenvolvido. O primeiro caso
solucionado foi o problema a solidificagdo de metal puro tratado em diversos casos
de complexidade crescente, desde o caso colunar unidimensional até o caso final
com a anisotropia de energia interfacial, possibilitando a simulagédo do crescimento
dendritco em diregcdes cristalograficas preferenciais. Posteriormente, foi

implementado o caso tridimensional ja com anisotropia.
3.1 CALCULO VARIACIONAL

O desenvolvimento das equacgées do modelo do campo de fases é realizado
utilizando-se o calculo variacional [12]. Neste item serdo apresentadas algumas
ferramentas basicas desta técnica matematica. O calculo variacional lida com
funcionais, ou seja, fungdes que aceitam outras fungbes como parametros e
retornam valores reais. Um funcional / pode ser normalmente representado pela

equacgéo (1).

X

2
F(x, u(x), u,(x))dx (1)

I(u(x)) = f

x1

Onde u, = du/dx. Em muitos problemas solucionados pelo calculo variacional,
deve-se encontrar uma fungdo u(x) que minimiza um determinado funcional I, o
modelo do campo de fases € um desses problemas.

Em uma fungdo f(x) de valores reais a valores reais, df € tido como o

diferencial de f. Para um funcional I(u(x)) o correspondente ao diferencial € a sua
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“variagao”, 61, causada por uma variagdo infinitesimal em u(x), denominada éu. A

equagao (2) descreve 61 [12].

GI—fxz[aF d(aF)]6a
= )., Lou T dx \au /| °H )

Tem-se um maximo ou minimo em I (ponto estacionario), quando §/ = 0. Esta

situagéo é obtida quando o integrando é nulo, ou seja, quando u(x) obedece a

equagéo (3), conhecida como equagéo de Euler-Lagrange.

E_Tau dx

6] OF d (aF)_

du, (3)

81 . . . : -
Onde 5 € denominada derivada variacional do funcional I em relagéo a y(x).

Esta equagdo pode ser estendida para o caso onde u = u(x,y), ou seja, quando
existem duas ou mais variaveis independentes. Neste caso, a derivada variacional

resulta na equagéo (4).

851 _9F d(aF) d [ 9F
su du dx\ou,) dy\du, @)

3.2 METODOS NUMERICOS

3.21 Método das Diferengas Finitas

No método das diferengas finitas, utilizado para solucionar numericamente
equagbes diferenciais, divide-se o dominio de interesse por meio de pontos
equidistantes chamados nds, que armazenam o valor da fungédo de interesse
naquele ponto [2]. Desta forma, se a distancia entre nds for pequena o bastante
podemos aproximar um diferencial infinitesimal a uma diferenca finita entre valores
de dois desses nos. Essa diferenga pode ser aplicada entre dois n6s consecutivos,
sendo chamada de progressiva ou atrasada dependendo dos néds envolvidos, ou a

diferenga ocorre entre os nés adjacentes ao né de interesse, sendo chamada
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central. A diferenga finita central apresenta uma precisdo maior do que a progressiva
ou a atrasada. As férmulas gerais para diferengas finitas centrais de primeira e

segunda ordem sao dadas pelas equagdes (5) e (6) respectivamente.

fx+h) - f(x—h)

f'x) = h

+ 0(h?) (5)

_ f+ R+ flx—h) = 2f (%)
- d

f(x) +0(h?) (6)

Onde h é a distancia entre cada ponto da malha e 0(h?) é o erro.
3.2.2 Método dos Volumes Finitos

No método dos volumes finitos o dominio & dividido em pequenos volumes
nos quais sao integradas as equagdes diferenciais na forma conservativa. A técnica
permite melhor aplicagdo das condigbes de contorno para os casos de fluxo
constante sendo mais facil trabalhar com transporte de calor e massa. O
equacionamento depende da equagado diferencial com a qual se trabalha, mas a
técnica consiste em dividir a equagao em duas partes convenientemente de acordo
com as condigbes de contorno e integrar as duas partes no volume do elemento
daquele dominio, tomando cuidado para aplicar as condigées de contorno quando
necessario. A equacgio (7) ilustra a integragdo em um volume da equagédo de

transporte de calor para o caso bidimensional convenientemente organizada.

M cp 2L dxa dt—ﬂf 0 (kaT)+ g (kaT)d dydt
PLP 5y AXAYEt = )] 5x\"ax) T oy \“ay) Y Y

Onde p é a densidade, Cp o calor especifico, T a temperatura e k a

condutividade térmica.
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3.2.3 Resolugio das Equagodes Algébricas Discretizadas

A aplicagdo do método das diferengas finitas a equagao da variavel de fase e
do método dos volumes finitos a equagdo da conservagdo de energia gerou um
sistema de equagbes algébricas acopladas. Este sistema foi solucionado pelo
método iterativo de Gauss-Seidel e a convergéncia foi atingida sem qualquer tipo de
relaxagéo ou técnica de aceleragéo.

Esta solugdo numérica através do método de Gauss-Seidel foi obtida a partir
de um algoritmo completamente desenvolvido no presente trabalho em linguagem
computacional F#. O algoritmo foi compilado a partir do compilador Visual Studio
2010 e o codigo compilado foi executado em um computador pessoal com
processador Intel Core i7 com 8 GB de memoria RAM.

A visualizagdo dos resultados dos campos da variavel de fase e de
temperatura, obtidos nas simulagées em dominio bidimensional, foi obtida utilizando-
se o software Tecplot 360, 2009.

3.3 SOLIDIFICACAO DE METAL PURO

Neste item sera apresentada uma série de problemas de complexidade
crescente envolvendo a solidificagao, solucionados pelo método do campo de fases.
Na técnica de campo de fases é estabelecida uma varidvel de fase ¢ que assume
valor igual a 1 para o sélido, 0 para o liquido e valores entre 0 e 1 para a regido da
interface entre as duas fases. Desta forma, a variavel de fase ¢ € uma fungéo
dependente de X, y e z que pode ser usada para definir o funcional de energia livre
descrito pela equagéo (8).

2
6(607.9) = [ (f<¢,T>+ %WW) av Q

Sendo f(¢,T) a densidade de energia livre de Helmholtz em fungao da
varidvel de fase e da temperatura, equagao de onde vem a forgca motriz da
solidificagdo, ou seja, um pardmetro puramente termodinamico, e € € o coeficiente
da chamada energia gradiente de ¢, que é responsavel por fatores geométricos da

interface, como espessura e anisotropia oriunda do empacotamento atémico. O
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termo§|v¢|2 foi postulado por Cahn e Hilliard [5] e denominado de energia

gradiente. Esta energia estd sempre presente quando existem gradientes ou
variagbes de estrutura, composi¢do ou temperatura. Ela € desprezivel para as
variagdes tipicas no interior das fases, mas deve ser considerada na regido da
interface, onde as variagées séo abruptas [20].

As equagdes do método do campo de fases sao desenvolvidas a partir da
ideia de que o sistema deve evoluir para um minimo de energia livre total. Desta
forma, o campo da variavel de fase evoluira no sentido de diminuir a energia livre do

sistema. A equacao (9), postulada por Allen e Cahn, garante esta evolugao.

0p &G
o~ Mse (9)

5G . . . o ,
Onde Pk derivada variacional do funcional de energia livre do sistema em

relagéo a variavel de fase e M € denominado de mobilidade da interface.
3.3.1 Solidificagdo de Metal Puro e Temperatura Uniforme

O primeiro problema solucionado pelo método do campo de fases foi a
solidificagdo de um metal puro em uma frente de transformagao de fase
unidirecional, portanto um problema unidimensional. A temperatura foi considerada
uniforme em todo o dominio e constante no tempo. Desta forma, a frente de reagao
caminhara a uma velocidade constante proporcional ao super-resfriamento.
Aplicando a equagao (9) e substituindo a derivada variacional, obtém-se a equacao
(10) [14].

A fungao densidade de energia livre de Helmholtz, f, foi expressa pela
equagao (11).



28

¢
1
f($.T) =Wf (p(p—l)(p—i— B(T)))dp (1)
0

Sendo B(T) chamada de forga motriz, dada ela equagéo (12).

6L(T-T;)

B ==, (12)

Onde L é o calor latente de fuséo, T; a temperatura de fus&o do metal puro e
W uma constante. Como restricdo, tem-se que |S(T)| < 1/2. Como condigbes de
contorno, tem-se ¢ igual a 0 e a 1 nos extremos do dominio, considerando o
contorno suficientemente grande para que o dominio possa ser considerado semi-

infinito, podendo ser expresso pelas equagées (13) e (14).
¢0)=1 (13)
¢ () =0 (14)

A solugdo analitica deste problema foi elaborada por Harrowell e Oxtoby [21]
e esta apresentada pela equagao (15).

1

/l) (15)
1+ exp (x 552

Onde para a obtencdo desta solugdo, foi adotado um referencial mével de

¢(x) =

velocidade igual a velocidade da interface, definida pela equacéo (16).

Mo EL\/;_Tf_ (16)

O modelo foi aplicado para duas condigdes iniciais. Uma onde metade do

dominio esta sélida, ¢ =1, enquanto a outra metade é liquida, ¢ =0, na
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temperatura de fusdo. E outra onde todo o dominio é liquido, ¢ = 0, a excegéo do
contorno em uma temperatura abaixo da temperatura de fusdo (liquido super-
resfriado), assumindo o valor 8(T) = —0,3.

A equacdo (10) foi discretizada pelo método das diferengas finitas, na
formulagao implicita, resultando na equagéao (17).

#©) = K16060 - 1 (90 -3 - 50))

(17)
+K2(p(x — h,t) + p(x + h, 1)) + K3¢(t — At)

Onde K1, K2 e K3 sdo dados pelas equagbes (18), (19) e (20)

respectivamente.

1o _ TMAW
- 2
1+ 20eM (5) (18)
K2 = Me?At
B €\?) ., (19)
1 + 2AtM (H) h
K3 = !
B €\2 (20)
14 2AtM (H)

3.3.2 Solidificagao de Metal Puro e Perfil de Temperatura Linear

Este modelo é semelhante ao anterior, representando uma frente de
solidificagdo unidirecional. Logo, a discretizagdo apresentada na equagao (17), com
as condigbes de contorno expressa nas equagdes (13) e (14), pode ser
reaproveitada. No entanto uma temperatura que varia linearmente no dominio e com

o tempo de acordo com a equagéao (21) € imposta no sistema.

T(x,t) =T+ Gx— VGt (21)
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Onde G representa o gradiente de temperatura e V a velocidade das
isotermas. O perfil & ajustado de forma de forma a obedecer a restricdo imposta para
B(T), sendo a temperatura constante quando |3(T)| < 1/2.

3.3.3 Solidificagdo de Metal Puro e Campo de Temperaturas Desconhecido

No item anterior, um campo de temperaturas linear e conhecido foi imposto
sobre o sistema, analisando-se como a solidificagdo evoluia. No presente item, o
perfil de temperatura é calculado a partir da equagéo de conservagéo da energia e, a
principio, é desconhecido. Desta forma, o0 modelo de solidificagao unidimensional foi
incrementado com as equagébes (22) de campo de fases e (23) de condugdo de
calor.

- w(Z-a22)

at 39 ° ox? (22)
c aT 0 (kaT) L6¢
PEP e = ax\"ax) P Bt (23)

Sendo p a densidade do metal, Cp o calor especifico, k a condutividade

térmica e L o calor latente. Como condi¢des de contorno, adotaram-se as equagoes
(13), (14), (24) e (25).

$0)=1 (13)
¢ (0) =0 (14)
h
(Y-
h
T (l + E) =Tn (25)

Sendo T; a temperatura no contorno e T, a temperatura de fusdo do metal.

Como condig¢ao inicial temos as equacgdes (26) e (27).
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$d(x)=0 (26)
T(x) =Ty, (27)

As equagbes do modelo foram adimensionalizadas a partir das definigdes

expressas pelas equagdes (28), (29), (30) e (31).

, T-T,

=TT (28)
_f

f =y (29)
, ta

U=x (30)
. X

=7 (31)

Onde a é a condutividade térmica e T; a temperatura em x = 0. Desta forma

as equagdes da (22) a (27) podem ser escritas como as equagdes da (32) a (37).

o (25 T2) "
oT* 9*T* 1 9¢

o " S ®
¢(x*,0)=0 (34)
T*(x*,0) =1 (35)

T* (——, t*) =0 (36)
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h
T* (1 +§,t*) =1 (37)

Onde Ste € o numero de Stefan, equagao (39), inversamente proporcional ao
calor latente, portanto, quando minimizado maior sera a energia liberada durante a
solidificagéo, o que leva a uma diminuigéo da velocidade de solidificacdo. M’ e E séo
pardmetros adimensionais definidos pelas equagdes (40) e (41) respectivamente.

C,AT
Ste = (39)
L
,  MwIi? “©
= (40)
P a1

A solugdo para o transporte de calor na forma adimensional pode ser
comparada com a solugédo de Stefan [22] dada pela equagao (42).

Erf (X
— rf (2\/t_*) (42)
Erf(e)

Onde ¢ é uma constante tabelada para diferentes nimeros de Stefan.
3.3.4 Solidificagao de Metal Puro em Dominio Bidimensional

O modelo para a solidificagdo do metal puro considerando a transferéncia de
calor simultanea em um dominio unidimensional pode ser facilmente estendido para
a solidificagdo em um dominio bidimensional. Estudou-se a solidificagdo com
extragdo de calor pelo sélido, o que resultaria em crescimento tipico colunar, em um
dominio bidimensional quadrado a partir das equagdes (43) e (44) para o campo de

fases e para a transferéncia de calor, respectivamente.
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a¢)=_M,(af* E62¢ Eaz¢)

ot 0p  ox?  ay”? “3)
or* _0*1° 0'T" 1 0¢
at*  gx*?  gy*? Stedt* (44)

As condicdes de contorno e inicial adotadas sdo expressas pelas equagdes
da (45) a (48).

¢ (x*,y*t*) =1,parax* =0,x* =1,y =0,y* =1 )
T*(x* y*t*) =0,parax* = —g,x* =1 +%,y* _ +§’

y'=1-12 (46)

¢(x*,y:,0) =0 “

T*(x*,y%,0) =1 .

A equacdo (43) foi discretizada pelo método das diferengas finitas implicito,
enquanto a equacgao (44) foi descrita pelo método dos volumes finitos.

No dominio quadrado, além da solidificagdo com extragdo de calor pelo
sélido, foi estudado o caso da solidificagdo com extragéao de calor pelo liquido, o que
resultaria em um crescimento tipico equiaxial, em um dominio adiabatico. Neste
caso, um nucleo sélido esférico foi posicionado no centro do dominio, sendo as

condigdes iniciais e de contorno apresentadas pelas equagdes (49) a (53).

Condigbes iniciais:
¢ (x,y",0) = 1,para (x* = 0,5)* + (y* — 0,5)* < 25k (49)

¢ (x*,y*,0) = 0,para (x* —0,5)* + (y* — 0,5)* > 25h” (50)

T*(x*,y*,o) =0 (51)
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Condig¢bes de contorno:

aT*--O *=0ex*=1

o - oparaxt =0ex" = (52)
oT* R .

ay*=0,paray =0ey*=1 (53)

Para comparagao dos resultados com o trabalho de Kobayashi [4], o
coeficiente B(T) foi calculado segundo a equacdo (54), que sempre ohedece o

critério de estabilidade para g(T).
K -1
B(T) = ——tany (T — T) (54)

3.3.5 Solidificagao de Metal Puro Anisotropico em Dominio Bidimensional

Em estudos sobre o crescimento dendritico, observou-se que a anisotropia de
da energia de interface sélido/liquida promove o crescimento dos bragos dendriticos
em dire¢des cristalograficas preferenciais. Este efeito foi considerado pela primeira
vez por Kobayashi [4], que assumiu que o coeficiente de energia gradiente (&), que
define o funcional de energia livre, era fung¢ao do angulo de inclinagao da interface.
Segundo esta hipétese, a equacgao diferencial para a variavel de fase torna-se a
equacgao (55).

dp _ af de
== (%— V(e2Ve) + V(|V¢|2£ %)) (55)

Sendo v o vetor normal da interface. Para representar a dependéncia de ¢

com a orientagdo da interface, assumiu-se a equagao (56).

e =¢{1+scos[9(8—6,)]} (56)
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Onde ¢ € uma constante, s a for¢ga da anisotropia, 9 0 modo da anisotropia,
que determina o niumero de orientagdes preferenciais de crescimento e 8 o angulo

entre v e o eixo X, calculado pela equagao (57).

_,00/0y
3¢ /0x (57)

0 =tan
No caso bidimensional solucionado no presente item, a equagao final para a
variavel de fase sera a equagao (58).

3 of o ( ,0d\ 9 ,0¢
YT -M (a—d)- - V(e2Vg) + -a—x(es -6_37) - @(88 a)) (58)

Onde ¢ =de/d6. Esta equagdo, na sua forma adimensional, substitui a
equagao (32) do modelo descrito no item anterior. A equagcao da conservagao de
energia e todas as condigbes de contorno e iniciais sdo idénticas as do modelo
anterior.

Como no item anterior, o nucleo sélido foi posicionado no centro do dominio
para se estudar o crescimento equiaxial anisotrépico. No segundo caso estudado, o
ndcleo foi posicionado na parede do dominio e a condigdo de simetria foi utilizada,

resultando nas condigdes iniciais expressas pelas equagdes (59) e (60).
¢ (x*,y*,0) =1,para (x*)* + (y* — 0,5)? < 25h? (59)
¢ (x*,y%,0) =1,para (x*)* + (y* = 0,5)% < 25h? (60)
3.3.6 Solidificagdao de Metal Puro Anisotrépico em Dominio Tridimensional
De maneira similar ao bidimensional, o caso tridimensional pode ser
desenvolvido a partir da equagéo (9), levando em consideragdo a dependéncia da
constante de energia de interface com a diregdo normal a interface, sendo as

diregbes dos eixos consideradas diregbes preferenciais de crescimento, logo,

obedecendo a equagéo (61), usada por Singer € Karma [23] [24].
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4s ¢+t + ¢z‘*) .

en) = en(n) =¢(1 - 3s) (1—1_35 Vol

Onde ¢; = d¢/0di e n € a diregdo normal a interface. Essa equagéo quando
trabalhada de modo bidimensional recai sobre o caso onde o modo de anisotropia é
igual a 4.

Ao trabalharmos a equacgado de transformagao de fase com o método do
campo de fases em trés dimensdes obteremos a equagdo (62), que deve ser
acoplada com a equagdo (63) de transporte de calor tridimensional, ambas
equagdes na forma adimensional.

20 __Mifor o0 (1opan ) o0 (jope o0
= nz(M + B (V91 ) + B2 (Vg1 o) +

(62)
a a
Eom (vl 2) + EV(n2V¢>))
or" _0°T" 0°T" 9°T" 1 09
at* ~ 9x*?  9y*?  9z*? Stedt* (63)

Como nos itens anteriores, o nucleo sélido foi posicionado no centro do
dominio para se estudar o crescimento equiaxial anisotrépico e isotrépico, onde s =
0. As condigdes iniciais expressas pelas equag¢des (64) e (65) para o campo de

fases e temperatura, utilizando como condigdo de contorno as equagdes (66) e (67).
Condigbes iniciais:

¢ (x*: y*; Z*: O) =1 ,para (X* - 0'5)2 + (y* - 015)2 +
(z* - 0,5)2 < 5h? (64)
T* (x*,y*2z*,0) =1, para (x*-0,5)% + (y* —0,5)% +

(2" - 0,5)% < 5h2 (65)



Condigbes de contorno:

¢ (x*y*z,t*)=0,parax*=0,y* =0ez* =0

oT*
ol

=0,parai=x"y'ouz*emi=0

(66)

(67)

37
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4 RESULTADOS

4.1 SOLIDIFICACAO DE METAL PURO

4.1.1 Solidificagao de Metal Puro e Temperatura Uniforme

Foi simulada a solidificagdo de um metal puro hipotético com parametros ¢ =
1 (m"2, M=1m¥J*s), T,,=1K L=1Jmde W =1 Jim? para dois valores de
p(T), em diversos periodos de tempo. A equagao (17), descrita em diferencas finitas
de modo implicito, foi resolvida numericamente usando o método de Gauss-Seidel
com tolerancia ao erro de convergéncia de 10 para uma malha de 300 nos,
dominio de comprimento [ igual a 100 m e um passo de tempo de 103s.

Para 5(T) = 0, ou seja, temperatura igual a temperatura de fusdo (liquido sem
super-resfriamento) obteve-se a Figura 4, para os tempos de 1, 10 e 20 s. A solucao
foi comparada com a solugéo analitica expressa pela equagdo (15). Nota-se que o
perfil da varidvel de fase evolui com o tempo para uma situagao estacionaria,
também chamada de equilibrio, aproximando-se da solugédo analitica, o que valida o

modelo implementado.

1,2
1 o wa
0,8
tempo (s) ¢
¢ 0’6 1.0 L]
10.0 e
200
0,4 Analitca = =—
0,2
N\
e
0 - e
10 15 20 25 30

X (m)

Figura 4 — Interface sélido/liquido para diversos tempos, utilizando B(T) = 0. Solucdo
comparada com solugao analitica.
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Uma simulagéao foi realizada partindo-se de um liquido super-resfriado. Neste
caso, adotou-se B(T) = —0,3 e foram testadas malhas com diferentes nimeros de
nds para verificar se a malha de 300 nés seria adequada. Utilizando malhas de 300,
1000, 100 e 50 noés, obteve-se a Figura 5. A malha de 300 nés mostrou-se adequada,
uma vez que seus resultados sdo praticamente idénticos aos resultados obtidos com
malhas de 100 e 1000 nos.

1,2
1 m (nés) ¢
50 ——
100 —
0,8 300

¢ 0,6 \
0,4 \

0.2 \

10 15 20 25 30
X (m)

Figura 5 — Interface de solidificagao de metal puro com g(T) = —0, 3 e tempo de 103 s para
diferentes malhas.

Para o mesmo caso, adotando a malha de 300 nés, obteve-se o resultado da
Figura 6, para os tempos de 5, 15, 20, 30 e 50 s. A solucdo para o maior tempo (125
s) foi comparada com a solugdo analitica. O perfil evolui de modo a manter sua

forma constante e igual ao perfil da solugao analitica.
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Figura 6 — Interface de solidificagao de metal puro com g(T) = —0, 3 para diferentes
instantes de tempos.

Neste caso, obteve-se a velocidade de translagdo do perfil de ¢ monitorando-
se ¢ = 0,5, que por definicdo representa a posigao da interface. Esta velocidade foi

extraida utilizando-se a aproximagao dada pela equagao (68).

t+AL ¢
X¢J;o,5 - X¢=0,5

At

Vin = (68)

Sendo Xé,:o,s, a posicao da interface (¢ = 0,5) para um instante de tempo t.

Esta velocidade foi comparada com a velocidade da solugdo analitica,
definida pela equagdo (16), como mostra a Figura 7. Novamente, nota-se um periodo
transiente que evolui para um estado estacionario. No estado estacionario, a
velocidade obtida pelo método do campo de fases torna-se muito proxima da
solugdo analitica. Estes testes mostraram que a equacéo utilizada para calcular a
evolugdo do campo da variavel de fase foi corretamente solucionada no presente

trabalho, permitindo que casos mais complexos sejam analisados.
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Figura 7 — Evolugao da velocidade da interface da frente de solidificagao obtida por
aproximacgao (numerica) comparada com a solugao analitica (teérica) para um mesmo
super-resfriamento.

4.1.2 Solidificagdao de Metal puro e Perfil de Temperatura Linear

Foi simulada a solidificagdo de um metal puro com paradmetros ¢ = 1 (J/m)'?2,
M=1m¥J*s), T,,=1 K, L=1Jm* e W =1 J/im? como no item anterior. No
entanto, agora o perfil de temperatura imposto no sistema foi assumido variar
linearmente com a distancia e com o tempo de acordo com a equagdo (21). No
método de Gauss-Seidel a tolerancia para o erro de convergéncia foi de 10°, para
uma malha de 300 nés, dominio de comprimento [ igual a 100 m e um passo de
tempo de 103 s. Utilizando valores de G e V iguais a 0,01 K/m e 0,1 m/s
respectivamente, foram obtidos os resultados apresentados na Figura 8, mostrando
os perfis de temperatura e variavel de fase. Nota-se que o perfil de variavel de fase e
consequentemente a interface, localizada em ¢ = 0,5, transladam junto com perfil de
temperatura, indicando que a interface tem velocidade semelhante a velocidade das

isotermas, como esperado.
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Figura 8 - Interface de solidificag&o e perfil de temperatura linear para diversos tempos com
V=0,1 m/s e G=0,001 K/m.

Este mesmo tipo de simulagdo foi realizado para maiores velocidades das
isotermas, a saber, V = 0,2 e 0,3 m/s. Os resultados estao apresentados na Figura 9
e Figura 10. Nestes casos a velocidade da interface foi extraida e mostrada na Figura
11. Nesta figura nota-se um transiente inicial que evolui para o estado-estacionario

onde a velocidade é igual a velocidade das isotermas, como esperado.

1,2
o U W an em an em oy e e ew wm W
1 F > = ;
i tempo(s) ¢ T
0,8 80 m— - e
x 240 ——— = -
= 0,6 360
<
0,4 \
0,2
\
0]
0 20 40 60 80 100

X {m})

Figura 9 - Interface de solidificagéo e perfil de temperatura linear para diversos tempos com
V=0,2 m/s e G=0,001 K/m.
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Figura 10 - Interface de solidificagéo e perfil de temperatura linear para diversos tempos
com V=0,3 m/s e G=0,001 K/m.
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Figura 11 - Evolugéo da velocidade da interface da frente de solidificacdo para o caso
linear, com V=0,1 m/s, V=0,2 m/s e V=0,3 m/s.

Apos atingir o estado-estacionario mostrado na Figura 11, pode-se extrair a
temperatura na posicdo da interface (¢ = 0,5), e consequentemente o super-
resfriamento adimensional na interface, definido como (T,,—T)/T,,, onde T é a
temperatura da interface e T,, € a temperatura de fusdo. Estes valores foram
extraidos para as trés simulagées e mostrados em fungéo da velocidade na Figura
12. Observa-se um comportamento linear, como descrito na literatura. No entanto,
devido ao gradiente de temperatura, a curva apresenta uma inclinagdo diferente em

relagcao a curva teorica, obtida a partir da equagao (16).
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Figura 12 — Super-resfriamento para diversas velocidades observado comparativo entre o
caso analitico (tedrico) para temperatura homogénea e o numeérico (calculado) com o perfil
linear de temperatura.

Com o intuito de estudar o comportamento da interface com o gradiente de
temperatura imposto foi realizado um estudo da evolugdo ao longo do tempo da
variavel de fase variando-se o gradiente de temperatura e mantendo a velocidade
das isotermas constante. Para tanto, foram realizadas simulagoes utilizando um Vv
fixo em 0,2 m/s para os valores de G iguais a 0,005, 0,01, 0,02 e 0,03 K/m em
diversos instantes de tempo. Assim obteve-se a Figura 13, Figura 14, Figura 15 e
Figura 16. Nestes casos a velocidade da interface para diversos instantes de tempo

foi extraida e mostrada na Figura 17.
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Figura 13 - Interface de solidificacéo e perfil de temperatura linear para diversos tempos

com V=0,2 m/s e G=0,005 K/m.
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Figura 14 - Interface de solidificagao e perfil de temperatura linear para diversos tempos

com V=0,2 m/s e G=0,01 K/m.
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Figura 15 - Interface de solidificagdo e perfil de temperatura linear para diversos tempos
com V=0,2 m/s e G=0,02 K/m.
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Figura 16 - Interface de solidificacao e perfil de temperatura linear para diversos tempos
com V=0,2 m/s e G=0,03 K/m.
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Figura 17 - Evolugdo da velocidade da interface da frente de solidificagio para o caso
linear, com G=0,005 K/m, G=0,01 K/m, G=0,02 K/m e G=0,03 K/m.

Através destas figuras, nota-se que quanto maior o gradiente de temperatura,
mais rapido o perfil da variavel de fase entra no estado estacionario. Através da
equacéo (16) podemos calcular, utilizando o V fixado, o valor esperado para o super-
resfriamento na interface no caso de temperatura homogénea. Assim podemos
comparar com os valores obtidos através da simulagdo com o valor analitico

(tedrico) para temperatura homogénea, gradiente igual a 0, por meio da Figura 18.

0,036
0,034
0,032
£ 0,03
% 0,028 | —&=—Numérico T
= | Linear
£ 0,026 | .
=f-TedricoT
0,024 * homogénea
0,022
0,02
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035

G (K/m)

Figura 18 - Super-resfriamento para mesma velocidade e varios gradientes de temperatura.
Caso com temperatura linear forma uma reta. Caso de temperatura homogénea é
representado como ponto, uma vez que G = 0.
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Observa-se que o super-resfriamento aumenta com o aumento do gradiente
de temperatura, de forma que quando o gradiente tende a zero, o super-resfriamento
vai de encontro ao caso analitico para temperatura é homogénea. Comparando-se o
perfil obtido para a variavel de fase, no caso com gradiente diferente de 0, com
aquele dado pela solugdo analitica, para o caso de temperatura homogénea,
observa-se, por meio da Figura 19, uma discrepancia, evidenciando uma vez mais o
efeito do gradiente de temperatura no perfil da variavel de fase. A diferenca entre os
formatos dos perfis da variavel de fase esta realcada na Figura 20, mostrando uma
discrepancia simétrica em relagdo a posicdo da interface resultante de um

estreitamento da regido da interface com o aumento do gradiente.

1,2
i — —Temperatura Linear
0,8 —=Temperatura Homogénea
¢ 06
0,4
0,2
o R
60 65 70 75 80

X {m)}

Figura 19 — Comparacéo da interface para os casos de temperatura linear e homogénea.
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Figura 20 - Diferenga entre os perfis de interface de solidificacao.

Tendo em vista a Figura 12 e a Figura 18, pode-se dizer que o super-
resfriamento segue uma relagdo matematica expressa pela equacio (69), Nota-se

uma série de Taylor.

m

T

=AG+ BV + CVG (69)

Sendo A, B e C constantes. Este caso se reduz a equacgdo (16) se

considerarmos ¢ = 0 K/m.

4.1.3 Solidificagao de Metal Puro e Campo de Temperaturas Desconhecido

Neste caso estudado, o perfil de temperatura nao foi imposto, mas calculado
a partir da equacdo da conservagdo de energia. Logo, a equacao (23) também foi
discretizada, mas agora utilizando o meétodo dos volumes finitos. Utilizou-se o
metodo de Gauss-Seidel para resolugdo numérica da equagdo com um erro de
convergéncia de 107, uma malha de 1000 ndés, um dominio adimensional de
comprimento 1e um passo de tempo de 107. Agora as equagdes diferenciais da
variavel de fase e da energia estdo acopladas, pois as duas variaveis aparecem nas
duas equacgdes. Este aspecto exige que, durante a solugdo das equagdes algébricas

resultantes das discretizagao, a convergéncia global das duas variaveis (¢ e T) seja
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verificada, além da convergéncia de cada variavel individualmente. Tal convergéncia

ocorre quando apds convergéncia de uma das variaveis a outra ndo necessite de
convergéncia, ou seja, uma pequena variagao de ¢ ndo promove uma alteragio de

T significativa e vice versa.
Foi solucionado o problema da solidificagdo de um metal puro utilizando-se os
e Ste=3,06. Para

parametros adimensionais M’ = 21204,38, E = 1,66x107°
instantes de tempo adimensionais entre 0,001 e 0,1, diversos perfis de temperatura

e variavel de fase estdo mostrados na Figura 21. Uma ampliagdo para ilustrar a

regiao da interface esta apresentada na Figura 22. A Figura 23, representa a o super-
resfriamento da interface em fun¢do da sua velocidade durante sua evolugéo com o

tempo. Este super-resfriamento, chamado de super-resfriamento cinético, € sempre
muito reduzido quando comparado ao super-resfriamento maximo possivel para o

liquido e aumenta com o aumento da velocidade, como esperado.
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Figura 21 - Perfil da variavel de fase e de temperatura para diversos tempos.

¥ oy Ty e
d ’ e -7
1 I, P ”l i
4
" 'I P -, pre ~
/’ | - -

] ’ ’ ’ -~ -

[ 7 ’ i g P

] 4 | ’ 1= -

[ 4 , 7 -7 P

] / B ’ i | 1o

] " , s R Pi

[} 7 / 4 P "’

] , 4 /’ ’ -

I L4 s Vd 4

i ,I 7 ’l ’ P

’ -

! ro ,,’ ,/_ Rad tempo (s) ¢ T

] [ ’ ’ L P

! “ g lr g - 0,00] e————— @—emem

' (2 s -

f ' Wi ” s "t 0,005 ===  a o=

’ s R

[ S e 0.01 ———
] /A /’ 1’ 1" y

4 I' / Pt -~ 0.02

l’ ! ll i /’/’ 1 0,03 e
! l’ / rlll t/ 0.04 _— e
N e 0,05
l," ,,% g 0.1 —, = - -
[ ML I g
S
'I/ ) P
"l 6",
e -
§0, |
W e \ . -

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
x‘



51

101

/
/
099 | /

I 1
e T e =k

I{'.

B g e o oo e

¢ T

0001 ——— m--
D005 —— ===
001  —— -
0.02

097
0,96 1
].
1]
]
"
095 -1t

Figura 22 — Detalhe do perfil de temperatura para a solidificacdo de um metal no caso
adimensional, com interface em preto tracejado.
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Figura 23 — Comportamento do super-resfriamento em relagéo a velocidade da interface
sélido/liquido.

Na Figura 24, um dos perfis de temperatura no soélido para o instante
adimensional 0,01 foi comparado com a solugdo analitica disponivel para este
problema, mostrando uma aderéncia excelente. Na A Figura 25, as posi¢cdes da
interface soélido-liquida obtida pelo modelo e pela solugdo analitica sdo comparadas,
mostrando novamente uma excelente aderéncia. Conclui-se, portanto que a
resolugdo numérica das equagbes acopladas da varidvel de fase e da energia foi
implementada corretamente.
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Figura 24 — Comparacéo do perfil de temperatura obtida numericamente (numérico) com a
solugdo analitica de Stefan (tedrico).
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Figura 25 — Posicéo da interface para solidificagdo obtida através da solu¢ao numérica
(numérico) e analitica de Stefan (teérico).

4.1.4 Solidificagcao de Metal Puro em um Dominio Bidimensional

Neste item, foi simulada a solidificacdo de um metal puro hipotético em um
dominio bidimensional utilizando os parametros adimensionais M’ = 270000, E =
1,23 x107° e Ste = 1. A forma discretizada das equagdes (43) e (44), obtidas através
de diferengas finitas e volumes finitos, respectivamente, foram solucionadas

numericamente usando o método de Gauss-Seidel com tolerancia para o erro de
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convergéncia de 10, uma malha quadrada de 300x300 nés, dominio adimensional
de comprimento 1 e um passo de tempo de 2,5 x10. Como g(T) ¢ calculado pela
equagéo (54), os parametros k € y sao iguais a 0,9 e 10, respectivamente.
Novamente, como o campo de temperaturas também teve que ser obtido a partir da
solugdo da equacéo da conservagdo da energia, as duas equagbes estéo acopladas
e devem ser solucionadas simultaneamente.

Dois tipos de solidificagdo foram simulados: a solidificagdo com extragdo de
calor pelo sdlido, tipica de crescimento colunar, e solidificagdo com extragao de calor
pelo liquido, tipica de crescimento equiaxial. Durante a solidificagado com extracéo de
calor pelo sélido, a extragdo de calor para o ambiente ocorre através das paredes do
dominio e do sélido que se forma nesta parede. No caso de extragao de calor pelo
liquido, o liquido esta inicialmente super-resfriado e o dominio passa a ser
adiabatico.

A solidificagéo tipica de crescimento colunar, com a extragao de calor pelas
paredes de um dominio bidimensional quadrado, foi simulada e os perfis de
temperaturas calculados para diversos tempos estdo apresentados na Figura 26.
Nesta figura tambem esta indicada por uma linha preta a posicdo da interface
solido/liquida em cada instante. O resultado obtido ndo é comparavel com o
resultado reportado por Kobayashi [4], observado na Figura 27, para instantes de
tempo maiores que 0,012. Contudo o resultado é comparavel com a solugado de
Stefan, apresentando uma pequena discrepancia provocada pela maneira de se
calcular £(T), nos indicando que o trabalho de Kobayashi apresenta uma condigéo

de contorno diferente ou outra diferenga nao reportada em artigo.
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Figura 26 — Perfil de temperaturas para a solidificagio colunar nos instantes t* = 0,012, t* =
0,016 e t* = 0,036. A interface sélido/liquida esta indicada pela linha cheia.
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Figura 27 — Resultado de simulacdo em solidificagdo colunar de Kobayashi [4], para os
tempos de t* = 0,01, t* = 0,015 e t* = 0,11, na escala adimensional do presente trabalho.

.

A Figura 28 demonstra a posi¢ado da interface utilizando a solugido numérica e
a solugédo de Stefan apresentando uma pequena discrepancia devido a forma de se

calcular £(T), contudo ambas as solu¢des divergem da apresentada por Kobayashi.
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Figura 28 — Posigao pelo tempo da interface para caso de solidificagao colunar. Resultados
obtidos por meio de simulagdo (numérica) em comparagéo com o obtido pela solugéo de
Stefan (tedrica).

Note que a extragdo de calor se da pelo sélido em contato com a parede do
dominio, que esfria rapidamente ficando mais resfriado do que o liquido que
permanece na temperatura de fusdo. Nota-se que ndo houve o aparecimento de
dendritas, como era esperado, pois metais puros solidificando na forma colunar no
apresentam as ramificagdes dendriticas.

A simulacdo da solidificagdo equiaxial foi conduzida a partir de um liquido
inicial super-resfriado e contornos adiabaticos, posicionando-se um nlcleo esférico

no centro do dominio. Os resultados deste caso estdo mostrados na Figura 29 para
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diferentes instantes de tempo. No caso adiabatico o metal liquido encontra-se super-
resfriado e o sdlido ao se solidificar libera calor latente que € conduzido para o
liquido formando uma camada de maior temperatura. Nota-se que néo se formaram
ramificagbes dendriticas, apesar da teoria do super-resfriamento constitucional
mostrar que o crescimento dendritico deve ocorrer durante a solidificagao equiaxial
de um metal puro. Esta discrepancia pode ter ocorrido devido a uma baixa liberagéo
de calor na solidificagéo aliado a boa condugéo de calor pela interface, ou seja, um
numero de Stefan muito elevado. Outro fator é que a energia interfacial tende a
estabilizar a interface sélido/liquida, evitando a formagao de ramificagdes. Contudo
espera-se que para um Ste menor (maior liberagcdo de calor) surjam estruturas
dendriticas por essas facilitarem o transporte de calor para o liquido, uma vez que
esta apresenta maior superficie especifica. Neste caso, o aumento da energia da
superficie € compensado com a diminuigdo da energia do metal superaquecido, ou
seja, ha um ponto de minimo na equagéo de energia.
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Figura 29 - Perfil de temperatura durante a solidificagdo de um metal puro e isotropico a
partir de um nucleo cristalino em meio adiabatico com Ste = 1 para t* = 0,0003, t* = 0,0015 e t*
=0,003. A linha preta indica a posi¢cao da interface sélido/liquida.
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Nota-se que o sélido acaba assumindo um formato um pouco quadrado, mas
deveria ser circular ja que o crescimento € isotrdpico. Este aspecto esta diretamente
relacionada & transferéncia de calor no dominio quadrado, que ocorre de forma
diferente ao longo das diagonais em comparagdo com as dire¢cdes verticais ou
horizontais.

Repetindo a simulagdo de solidificagéo tipica equiaxial utilizando Ste = 0,5 é
possivel a observagdo da tendéncia a formagdo de bragcos de dendrita. Os
resultados para essa simulagdo pode ser observado na Figura 30 para diferentes

instantes de tempo.
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E possivel observar que ocorre a refusdo do metal onde a temperatura se
encontra acima da temperatura de fusdo e que surgem ramificagdes, principalmente
nas as diagonais do dominio onde a troca de calor € maior, devido ao fato das
ramificagdes promoverem uma maior superficie especifica, portanto maior troca de
calor entre sélido e liquido. Logo a presenga de ramificagées dendriticas € um

fendmeno térmico em metais puros isotrépicos.
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Figura 30 — Perfil de temperatura durante a solidificagdo de um metal puro e isotropico a
partir de um nucleo cristalino em meio adiabatico com Ste = 0,5 para diversos instantes de
tempo. A linha preta indica a posi¢ao da interface sélido/liquida.
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4.1.5 Solidificacao de Metal Puro Anisotropico em um Dominio Bidimensional

O caso do item anterior envolvendo a solidificagdo tipica equiaxial foi
simulada novamente neste item, porém a anisotropia da energia de interface
solido/liquida foi introduzida. Neste caso, a equacido (58) foi discretizada por
diferengas finitas de modo implicito e a equagao (44) foi discretizada pelo método
dos volumes finitos. As equagdes foram resolvidas numericamente usando o método
de Gauss-Seidel com tolerancia para o erro de convergéncia de 10 com uma
malha quadrada de 300x300 nés, dominio adimensional de comprimento 1e um
passo de tempo de 2,5x10®. Os valores de 6, ¢ e &' s&o calculados pelas equagdes
(57), (56) e (70), respectivamente.

g' = —&s9sin9(6 — 6,) (70)

Foi adotado um metal puro hipotético com parametros adimensionais M’ =
270000 e E = 1,23E — 06. Para descrever a anisotropia na solidificacdo em meio
adiabatico utilizou-se s = 0,04 e ¥ = 6, variando o nimero de Stefan em diversos
tempos diferentes, como demonstrado na Figura 31 para Ste = 1, Figura 33 para
Ste = 0,83 e Figura 35 para Ste = 0,625, que podem ser comparadas com a Figura 32,
Figura 34 e Figura 36 de Kobayashi [4], respectivamente, notando-se uma

equivaléncia entre os resultados.
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Figura 31 — Solidificagdo de metal a partir de semente cristalina em meio adiabatico para
s = 0,04 e Ste = 1 em t*=0,0003, t*=0,0015 e t*=0,003.
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Figura 32 - Resultado de simulagéo em solidificagdo de metal a partir de semente cristalina
em meio adiabatico para s = 0, 04 e Ste = 1 de Kobayashi [4], para os tempos de t* =
0,0006, t* = 0,0018 e t* = 0,003, na escala adimensional do presente trabalho.
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Figura 33 - Solidificagdo de metal a partir de semente cristalina em meio adiabatico para s =
0,04 e Ste = 0,83 em t*=0,00035, t*=0,0007, t*=0,001, t*=0,0014 e t*=0,00175.
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Figura 34 — Resultado de simulagao em solidificagdo de metal a partir de semente cristalina
em meio adiabatico para s = 0,04 e Ste = 0, 83 de Kobayashi [4], para os tempos de t* =
0,001, t* = 0,0015 e t* = 0,002, na escala adimensional do presente trabalho.
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Figura 35 - Solidificagdo de metal a partir de semente cristalina em meio adiabatico para s =
0,04 e Ste = 0,625 em t*=0,00045, t*=0,00135, t*=0,00178, t*=0,00225, t*=0,0027 e
t*=0,00315.
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Figura 36 — Resultado de simulagédo em solidificagdo de metal a partir de semente cristalina
em meio adiabatico para s = 0,04 e Ste = 0,625 de Kobayashi [4], para os tempos de t* =
0,0005, t* = 0,002 e t* = 0,0044, na escala adimensional do presente trabalho.

Pode-se observar que a introdug@o de uma anisotropia resultou, para o caso
Ste =1, em um crescimento anisotropico, preferencial nas dire¢gées de menor
energia interfacial. No entanto, ainda ndo se observam ramificagbes dendriticas, que
comegam a aparecer com a diminuicdo do nuimero de Stefan, ou seja, com o
aumento do calor latente liberado durante a solidificagdo. Este comportamento esté
consistente com o fato de que uma maior liberagao de calor latente exige uma maior
ramificacdo do soélido para poder conduzir este calor para fora do sistema e assim
permitir a solidificagdo. Uma estrutura ramificada possui uma maior quantidade de
superficie especifica, que resulta em uma maior capacidade de trocar calor com o
liquido, e cresce mais rapidamente que uma estrutura menos ramificada.

Com os dados obtidos na simulagdo € possivel plotar a temperatura e a
variavel de fase ao longo de uma linha horizontal através da metade do dominio, ou
seja, y* = 0,5. O caso escolhido foi 0 de s = 0,04 e Ste = 0,625 para diversos tempos
crescentes, mostrando a evolugdo da estrutura na Figura 37 e na Figura 38. A Figura

39 apresenta os perfis para um tempo mais avangado, a saber, t*=0,00314.
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Figura 37 — Corte para y*=0,5 para diversos tempos da solidificacdo de dendrita com s =

0,04 e Ste = 0,625.
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Figura 38 — Corte para y*=0,5 para diversos tempos da solidificagdo de dendrita com s =

0,04 e Ste = 0,625.
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Figura 39 - Corte para y*=0,5 para t*=0,00314 da solidificagdo de dendrita com s = 0,04 e
Ste = 0,625.

Nota-se que o sdélido fica superaquecido na regido central, apesar da
temperatura na interface, na posicdo da ponta dendritica permanecer super-
resfriada. O fenémeno parece ocorrer devido a liberagdo de calor latente durante
solidificagdo, resultando em um aquecimento da ponta e uma condugao tanto para o
liquido como para o interior do sélido, como observado na Figura 37. Nos modelos
classicos de condugdo de calor na ponta, sempre se assume que o solido esta
mantido completamente na temperatura da interface, impossibilitando o mecanismo
de dendritas para o caso isotrépico. As simulagdes apresentadas mostram que na
verdade algum calor é conduzido para o interior do sélido, elevando a sua
temperatura acima da temperatura da interface e acima da temperatura de fusio, o
que deveria causar a refusdo do soélido (resultados para sem anisotropia), esta néao
ocorre devido a anisotropia na energia de interface. No entanto, como observavel na
Figura 35, esse acumulo de energia resulta em um mecanismo de degeneragao pelo
transporte de calor que refundira alguns bragos de dendrita no ponto de contato
entre os bragos, que sao regides onde o transporte de calor para o liquido é
prejudicado devido a menor superficie especifica.

Um novo caso de solidificagdo equiaxial foi simulado. Agora, o nicleo sélido
foi posicionado na parede do dominio, como descrito pelas equagodes (59) e equagao
(60). Adotou-se Ste=10,5 e 9 =4 para diversos tempos e diversas forgas de
anisotropia (s), como demonstrado na Figura 40, Figura 41, Figura 42 e Figura 43.

Nota-se que para o caso sem anisotropia, onde s = 0 (Figura 40) as ramifica¢ées
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dendriticas apareceram. Quando se compara com a Figura 31, conclui-se que o
numero de Ste menor (aumentando o calor latente liberado durante a solidificagéo)
adotado na Figura 40 deve ter causado o aparecimento das ramificagcdes. O aumento
da for¢a de anisotropia introduzido nas simulagdes apresentadas na Figura 41, Figura
42 e Figura 43, mostra que as ramificagdes passam a ocorrer nas diregcbes de menor

energia interfacial, como observado em experimentos de crescimento dendritico.
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Figura 40 - Solidificacdo de metal a partir de semente na parede do dominio em meio
adiabatico para s = 0 em t*=0,0017, t*=0,0083 e t*=0,017.
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Figura 41 - Solidificagdo de metal a partir de semente na parede do dominio em meio
adiabatico para s = 0,02 em t*=0,0017, t*=0,0085 e t*=0,017.
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Figura 42 - Solidificagdo de metal a partir de semente na parede do dominio em meio
adiabatico para s = 0,005 em t*=0,0017, t*=0,0085 e t*=0,017.
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Figura 43 - Solidificagdo de metal a partir de semente na parede do dominio em meio
adiabatico para s = 0,01 em t*=0,0034, t*=0,0051 e t*=0,0068.

4.1.6 Solidificacao de Metal Puro Anisotrépico em um Dominio Tridimensional

O caso do item anterior envolvendo a solidificagdo tipica equiaxial foi
simulada novamente neste item, porém em trés dimensdes. Neste caso, a equacgao
(62) foi discretizada por diferengas finitas de modo implicito e a equagao (63) foi
discretizada pelo método dos volumes finitos. As equagdes foram resolvidas
numericamente usando o método de Gauss-Seidel com tolerancia para o erro de
convergéncia de 10% com uma malha quadrada de 100x100x100 nés, dominio
adimensional de comprimento 1 e um passo de tempo de 2,5x10%. Foi adotado um
metal puro hipotético com parametros adimensionais M’ = 270000 e E = 1,23E — 06.
Para estudar os efeitos da anisotropia e da transferéncia de calor na solidificacdo em
meio adiabatico utilizou-se diversos valores de s e Ste.

Primeiramente, utilizando o caso de forga de anisotropia 0 e diversos nimeros
de Stefan, podemos estudar o efeito exclusivo do transporte de calor. A Figura 44,
Figura 45, Figura 46, Figura 47 e Figura 48 obtidas como resultado das simulagdes
mostram que, desde o inicio, o crescimento da interface € morfologicamente
instavel, para o caso de crescimento equiaxial, e que ao alterarmos o nimero de
Stefan alteramos a velocidade de solidificagé@o e de crescimento das protuberancias,
o que afeta diretamente o formato do grao. Quanto maior o nimero de Stefan,
menor o calor latente, logo maior a velocidade de solidificagéo, a fragao volumétrica
solidificada pelo tempo, porém, devido ao menor gradiente de temperatura na ponta
da dendrita, menor a velocidade de crescimento das protuberancias em relacdo a
velocidade de solidificagéo, deixando a protuberancia mais grossa. Os gradientes de

temperatura podem ser observados para um corte em x* = 0,5, na Figura 49, Figura
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50, Figura 51, Figura 52 e Figura 53, onde as diagonais do dominio culbico
representam as dire¢ées de maior transferéncia de calor, como resultado ocorre
maior gradiente de temperatura nessas dire¢des, favorecendo o crescimento das
protuberancias em uma morfologia cubica.

Variando a for¢ca de anisotropia para 0,05 e 0,1 estudamos o comportamento
morfolégico, além da observagcdo do fendmeno térmico. Os resultados observados
na Figura 54, Figura 55, Figura 56, Figura 57, Figura 58, Figura 59, Figura 60, Figura
61 e Figura 62 nos apontam que a anisotropia compete com o fenémeno térmico,
isso se da devido a forma como o dominio foi montado. A anisotropia aplicada
favorece, matematicamente, o crescimento do grao na diregdo dos eixos do sistema
de coordenadas adotado, enquanto a transferéncia de calor favorece,
fenomenologicamente, o crescimento do grao nas direcbées diagonais, devido a
maior transferéncia de calor. Esse fato ndo permitiu a observacdo de uma dendrita
bem formada, mas nos permite estudar uma situagéo particular do crescimento de
um grao orientado de maneira nao favoravel termicamente.

Os resultados apontam que, para esse caso em especial, uma maior forga de
anisotropia resulta em uma diminuicdo significativa na velocidade de solidificagao,
devido a forte inibicdo do fendmeno térmico. No entanto uma for¢a de anisotropia
moderada, apenas induz o crescimento em diregées termodinamicamente menos
favoraveis e permite o crescimento nas dire¢des diagonais, de maior energia de
interface, como resultado observa-se uma dendrita com um formato muito préximo
ao observado na solidificagdo real de um metal puro, o que nos indica que
resultados mais condicentes com a realidade podem ser obtidos com outra
configuragdo de dominio, onde o formato do dominio nao influencie no crescimento
do grao, como o caso de um dominio esférico, ou um dominio grande o suficiente

para o formato do dominio nao influenciar no resultado.
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Figura 44 - Evolugio da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal puro com forca
de anisotropia nula e Ste=0,5 para diversos instantes de tempo.
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Figura 45 — Evolugdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal puro com forca
de anisotropia nula e Ste=0,75 para diversos instantes de tempo.
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Figura 46 — Evolugéo da morfologia de interface 3D durante a solidificagéo de metal puro com forca
de anisotropia nula e Ste=1 para diversos instantes de tempo.
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Figura 47 — Evolug&o da morfologia de interface 3D durante a solidificacdo de metal puro com forga
de anisotropia nula e Ste=1,25 para diversos instantes de tempo.
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Figura 48 — Evolugao da morfologia de interface 3D durante a solidificagéo de metal puro com forga
de anisotropia nula e Ste=1,5 para diversos instantes de tempo.
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Figura 49 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulagc&o em
solidificac&o de metal puro com forga de anisotropia nula e Ste=0,5 para diversos instantes de tempo.
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Figura 50 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulagdo em
solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia nula e Ste=0,75 para diversos instantes de
tempo.
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Figura 51 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulagéo em
solidificagdo de metal puro com for¢ca de anisotropia nula e Ste=1 para diversos instantes de tempo.
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Figura 52 - Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulagdo em
solidificaco de metal puro com forga de anisotropia nula e Ste=1,25 para diversos instantes de
tempo.
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Figura 53 - Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulag@o em
solidificagado de metal puro com forca de anisotropia nula e Ste=1,5 para diversos instantes de tempo.
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Figura 54 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 e morfologia 3D do resultado de
simulagéo em solidificacdo de metal puro com forga de anisotropia 0,05 e Ste=0,5 para diversos
instantes de tempo.

76




77

i - -

A A Tk -

cot? H caasm H LT
b, . A

H LTI

Figura 55 — Evolugdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal puro com forga
de anisotropia 0,05 e Ste=1 para diversos instantes de tempo.
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Figura 56 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulagdo em
solidificag&o de metal puro com forga de anisotropia 0,05 e Ste=1 para diversos instantes de tempo.
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Figura 57 — Evolucdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagdo de metal puro com forga
de anisotropia 0,05 e Ste=1,5 para diversos instantes de tempo.
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Figura 58 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulagéo em
solidificacdo de metal puro com forga de anisotropia 0,05 e Ste=1,5 para diversos instantes de tempo.
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Figura 59 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 e morfologia 3D do resultado de
simulagdo em solidificag&o de metal puro com forga de anisotropia 0,1 e Ste=0,5 para diversos
instantes de tempo.
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Figura 60 - Evolugdo da morfologia de interface 3D durante a solidificagao de metal puro com forga
de anisotropia 0,1 e Ste=1 para diversos instantes de tempo.
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Figura 61 - Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 do resultado de simulag&o em
solidificagdo de metal puro com for¢a de anisotropia 0,1 e Ste=1 para diversos instantes de tempo.
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Figura 62 — Gradiente de temperatura para um corte em x=0,5 e morfologia 3D do resultado de
simulag&o em solidificagdo de metal puro com forga de anisotropia 0,1 e Ste=1,5 para diversos
instantes de tempo.
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5 CONCLUSOES

O modelo do campo de fases foi implementado no presente trabalho para o
estudo do crescimento dendritico na solidificacdo de metais. Uma cuidadosa
verificagdo do modelo e do algoritmo construido foi realizada inicialmente
comparando-se os resultados deste modelo com solugdes analiticas e resultados
numeéricos disponiveis na literatura.

A aplicacdo do modelo do campo de fases ao estudo da solidificagéo
unidimensional de um metal puro mostra que o gradiente de temperatura afeta a
evolugdo do sistema até este atingir o estado estacionario. Nota-se que, quanto
maior o gradiente, mais rapido o perfil do campo de fases entra em estado
estacionario. A imposicdo de um gradiente de temperatura maior ao sistema,
também causa a diminuigdo da espessura da regido interfacial e ainda resulta em
uma discrepancia da dependéncia da velocidade desta interface em fungéo do seu
super-resfriamento, quando comparada ao valor tedrico.

No estudo da solidificagdo em um dominio bidimensional, que permite o
aparecimento do crescimento dendritico, nota-se que o crescimento colunar nao
evolui para o caso dendritico, 0 que esta em concordancia com a teoria classica do
super-resfriamento constitucional. No entanto, se observam ramificagées dendriticas
no crescimento equiaxial para nimeros de Stefan baixos mesmo sem anisotropia na
energia da interface, que vai de encontro com o previsto na teoria do super-
resfriamento constitucional, que relaciona o aparecimento de ramificagbes com a
maior dissipagdo de calor necessaria para o crescimento do soélido. Estas
ramificagbes ndo surgem para numeros de Stefan altos devido ao fato da energia
interfacial estabilizar a forma do cristal, que inibe até certo ponto o crescimento
dendritico. Finalmente, a introdugdo de uma anisotropia na energia de interface
solido/liquida resulta no crescimento de ramificagdes dendriticas apenas em
diregdes preferenciais, como observado em dados experimentais apresentados na
literatura.

No estudo de solidificagdo em um dominio tridimensional para o caso de
crescimento equiaxial podemos concluir ao analisarmos apenas os efeitos de
transporte de calor que alterando o namero de Stefan alteramos a velocidade de

solidificagéo e de crescimento das protuberancias, o que afeta diretamente o formato
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do grdao de forma que quanto maior o numero de Stefan mais rapidamente sera a
solidificagdo, no entanto menor serd o gradiente de temperatura na ponta das
protuberancias, o que deixa os bragos formados mais grossos. Ao analisarmos o
efeito da anisotropia os resultados apontam que, quando eu tenho uma anisotropia
ndo favoravel a extracdo de calor, um efeito competitivo entre a anisotropia e o
fendmeno de extragdo de calor define a morfologia da dendrita. Para um estudo
mais representativo da realidade faz-se necessario a adogdo de um dominio
esférico, ou grande o bastante para o formato do dominio ndo afetar a extragéo de

calor do sélido para o liquido.
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APENDICE A - TRANSPORTE DE SOLUTO POR DIFUSAO

O transporte de massa sé sera necessario para a simulagcao da solidificagédo
de ligas metdlicas. O caso estudado neste item consiste no transporte de massa
bidimensional com condi¢des de contorno de fluxo zero (condicdo de Neumann),
representadas pelas equagdes (71), (72) e (73). Como condigdo inicial tem-se
concentragao igual a C;, para os pontos internos a um quadrado de comprimento {/3
localizado no centro de um dominio quadrado de comprimento [, onde a

concentragéo é C,,;, como representado na Figura 63.

p (%€, 9%C) _ac -,
9x2 " dy?)  at ()

aC

—_— = =1 72

Tx O,parax=0ex (72)

ac

$=O,paray=Oey=l (73)

Onde D é a difusividade do elemento no meio e € a concentragéo.

Figura 63 — Condigao inicial para o modelo de difusdao simples.

O problema foi adimensionalizado utilizando os adimensionais expressos nas
equagdes (74), (75), (76) e (77).
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o+ = £~ Cour
Cin = Cout (74
y' = '}li (75)
=7 (76)
*=% (77)

Desta forma obtemos a equagdo adimensional (78), onde D' & dado pela
equagao (79).

(8%c* a8%*C*\ ac’
D ax*z + ay*z = at* (78)

D
a

DI

(79)

Aplicando o método de diferengas finitas no modelo obtém-se a equagéo (80).

DIAt * * * * L=
ot - hZ (C §+1,j +C g—l,j +C %,j+1 +C ‘i:,j—1) +C g,jAt
i“j = 4D'At (80)
1+ %)

Para os contornos temos as equagées (81), (82), (83) e (84).

¢ty = (81)

t t
C*m,j = C*m—z,j (82)

xl M
Cri-1=C"p (83)
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*t . st
Cim = Cim—2 (84)

Onde i e j sdo os indices da malha do método de diferencas finitas, m € o
numero de nés em uma das dimensdes tal que m? € o numero de nos total, At é o
passo de tempo, e h é o passo da malha obtido numericamente como [/m.

Desenvolveu-se a solugdo analitica para este caso, possibilitando avaliar o
resultado do modelo numérico. A partir da equagao (78), considerando D’ igual a 1
para simplificagdo, aplicou-se o método de separagdo de variaveis, segundo as

equacdes (85) e (86).
C*=X(M)YIT(E) (85)

a(XYT) aZ(XYT)+ a2(xyr)y T X' Y"
= —_ e q— —_—

at# ax*Z ay*z _77 X + Y (86)
Considerando % =T, % = —a’e % = —f? pode-se escrever a equagéo (87).

T= —(a?+p?) (87)

Logo podemos afirmar que X, Y, T podem ser escritas pelas equagoes (88),
(89) e (90) respectivamente.

X = Asen(ax*) + Bcos(ax*) (88)
Y = Csen(By*) + Ecos(By*) (89)
T = Fe™t’ (90)

Onde A, B, C, D, E e F sdo constantes. Aplicando-se as equagdes de (88) a
(90) na equacgdo (85) e aplicando as condigdes de contorno encontramos os valores
para as constantes, obtendo, assim, a equagao geral sera expressa pela equagao
(91).
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CY ) = ) K c0S(a) COS(Bry®) € o1

nm=0

Onde a,, Bm © Tnn S0 expressos pelas equagdes (92), (93) e (94)

respectivamente.
a, = nmw (92)
Bm = mm (93)
Tam = —(m? + n?)m? (94)

Utilizando a série de Fourier para o instante inicial e fazendo uso da condigdo

inicial, & possivel determinar K,,,,, como apresentado na equacao (95).

16 [sen (%) — sen (%)] [sen (%"—‘-) —sen (BT"‘)] o5
[sen(2a,,) + 2a,][sen(2B,,) + 28m] 9

Knn =

Para calcular os termos onde n e m s&o iguais a 0 foi realizado o estudo do

limite de K,,,,, com n e m tendendo a 0, obtendo as equagdes (96), (97) e (98).

K = 16 [sen (%) — sen (%—:‘-)] (96)
on 12[sen(2a,,) + 2a,]

‘- 16 [sen (2‘%) —sen (EB’T”-)] (@)
MmO T 12[sen(2Bm) + 28]

Koo = % (98)

Esta solugdo, desenvolvida completamente no presente trabalho, nao foi
encontrada em nenhuma referéncia.
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A solugdo encontrada pela equagao (80), descrita em diferencas finitas de
modo implicito, foi resolvida numericamente usando o método de Gauss-Seidel.
Para definir o erro numérico a ser tolerado no método, foi realizada uma série de
simulag¢des utilizando valores adimensionais de D' = 1, tempo de 0,001, passo de
tempo de 2,5x10%, e uma malha de 300x300 n6s em um dominio quadrado de
comprimento [ = 1 para as tolerancias ao erro de 10°, 10% e 107. Os resultados
obtidos sdo plotados a partir de um corte na metade do dominio, ou seja, onde y* =

0,5, como observado na Figura 64.

1,2
1 e
/ \
0.8 / \ C* Tolerancia
c* 0,6 \ —— 1,0E-5
\\ 1,0E-6
0.4 / \ -~ Loe7
0,2 / \
/ \
0 b N
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x*

Figura 64 — Perfil de concentracao para um corte no meio do dominio, onde y* = 0,5, para
erros de tolerancia no método de Gauss-Seidel de 10, 10€ e 107.

Pode-se observar que o perfil de concentragdo nao variou com a tolerancia ao
erro nas iteracoes do método Gauss-Seidel. A solugdo é, entdo, dita convergida para
uma tolerancia ao erro de 10,

O proximo teste foi executado com o objetivo de definir a malha de nés
adequada. Observa-se na Figura 65, a variagdo do perfil de concentragédo, no mesmo
corte no dominio, para diferentes numeros de nés na malha, utilizando D’ = 1, tempo
de 0,001, passo de tempo de 2,5x10-° e uma tolerancia para o método de Gauss-

Seidel igual a 10,
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Figura 65 - Perfil de concentragdo em um corte no meio do dominio, para diferentes

x#

numeros de nés na malha.
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Mais uma vez os perfis de concentragdo sao idénticos tornando uma malha

com 300 nés refinada o bastante para obter-se uma solugédo convergida. Tendo o

numero de nés fixado como 300, o passo de tempo foi alterado para verificar se o

seu valor € suficientemente pequeno. A Figura 66 mostra este teste.

1,2

0,8

c* 0,6

0,4

0,2

0 b e’

T\

\ C* passo
— ) S0E-06

\ 2,50E-04
= «= 2 50E-05

/

04 0,6 0,8 1
x*

Figura 66 - Perfil de concentragdo para um corte no meio do dominio, para diversos passos

de tempo.

Como, novamente, os perfis coincidem, um passo de tempo de 2,5x10°°

garante um perfil convergido.
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Finalmente, apés um estudo dos parametros numéricos necessarios para
obter uma solugdo convergida, foi feita a comparagao entre a solugdo numérica e a
solugéo analitica obtida dada pela equagao (91). A Figura 67, mostra a variagéo entre
os perfis de concentragdo obtidos pela equagdo (91) ao aumentarmos o nimero de
termos da série infinita para um tempo dimensional de 0,0, mostrando que pelo
menos 25x10° termos sdo necessarios. A Figura 68 mostra um detalhe deste
resultado. Esta solugdo foi entdo comparada com a solugdo numérica na Figura 69,
para um tempo adimensional de 0,001. Na figura observa-se que ambas as solugbes

apresentam os mesmos resultados.

1,2
1 Pﬁ,&w%
/ N/ V| ¢* Nedetermos
0,8 — ——  1,00E+02
/ 2,50E402
0,6 ! —— 1,00E+04
ct / | —  250E+04
1,00E+06
0,4 \ ——  2,50E+06
0,2 \
0 Eomee T eminigy — Av’k%‘w'a e -
) 02" 0,4 0,6 ~0,8 1
0,2

x#

Figura 67 - Perfil de concentragéo para solugéo analitica variando o nimero de termos da
série de Fourier.
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Figura 68 — Detalhe do Perfil de concentracao para solucdo analitica variando o nimero de
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0,4
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termos da série de Fourier.
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Figura 69 — Perfil de concentragdo comparativo entre as solugdes numérica e analitica para

difusdo simples em um tempo de 0,001.



